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Neste artigo vamos apresentar de forma sucinta e interdisciplinar a relac¸a˜o entre as leis de escala na f´ısica
e a dinaˆmica do crescimento em estruturas biolo´gicas. Inicialmente, sera˜o discutidos os conceitos preliminares
nos quais se baseiam as leis de escala aplicadas na biologia. Em seguida, usaremos a hipo´tese de similaridade
de West para formular, de maneira dida´tica e detutiva, uma equac¸a˜o diferencial generalizada para estudar o
crescimento dos organismos em geral.
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In this article we will briefly present an interdisciplinary relationship between scaling laws in physics and
growth dynamics in biological structures. First, will be discussed the preliminary concepts of the scaling laws
applied in biology. By using the West similarity hypothesis, we formulate, in a deductive and didactic way, a
generalized differential equation to study the growth of organisms in general.
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1. Introduc¸a˜o
Desde a de´cada de 50, o desenvolvimento da cieˆncia da
complexidade tem sido cada vez mais importante para
a compreensa˜o da dinaˆmica do crescimento de espe´cies
e demais estruturas biolo´gicas na natureza [1-8]. Po-
demos citar, por exemplo, o estudo da dinaˆmica de
populac¸o˜es de coloˆnias de bacte´rias, o crescimento em
peso de peixes e mamı´feros, a evoluc¸a˜o de tumores can-
cer´ıgenos, o estudo da circulac¸a˜o sangu¨´ınea nos organis-
mos etc., onde um grande esforc¸o tem sido empenhado
para formular leis f´ısicas e matema´ticas gerais, na tenta-
tiva de aproximar, definitivamente, a f´ısica da biologia.
O estudo do crescimento de tumores, por exemplo, e´
um tema atual no campo das pesquisas em bionano-
tecnologia, abrindo um campo promissor na medicina
para o tratamento de muitas doenc¸as.
Contudo, so´ muito recentemente os f´ısicos teˆm se in-
teressado em analisar, com algum rigor, a complicada,
e pouco o´bvia, relac¸a˜o matema´tica entre o crescimento
e o metabolismo nos seres vivos, no intuito de predizer
alguma importante lei geral. Neste aˆmbito, e´ razoa´vel
pensar que o n´ıvel de complexidade de um organismo
esteja diretamente relacionado com o seu tamanho ou,
mais precisamente, com a sua massaM . De fato, alguns
trabalhos teˆm apontado [9-13] que o tamanho afeta for-
temente o metabolismo das estruturas biolo´gicas, desde
os organismos microsco´picos celulares ate´ o comporta-
mento das populac¸o˜es, consistindo em uma lei universal
associada ao estudo da dinaˆmica do crescimento. De
um modo geral, este racioc´ınio pode ser sistematizado
atrave´s de uma lei matema´tica muito simples que esta-
belece que uma determinada varia´vel biolo´gica B e´ de-
pendente da massa de seu corpo M atrave´s de uma lei
de escala na forma
B = B0Mα, (1)
onde α e´ um expoente de escala que reflete os v´ınculos
geome´tricos da estrutura biolo´gica, enquanto B0 e´ uma
constante que depende das caracter´ısticas do tipo de
organismo em estudo.
West et al. [14] mostraram um fascinante e uni-
versal aspecto relativo a` teoria de escala aplicada ao
crescimento dos organismos. Eles observaram que entre
todas as poss´ıves leis de poteˆncia que o expoente de es-
cala α pode assumir, ha´ uma lei de similaridade que
fixa o valor deste expoente como um mu´ltiplo da frac¸a˜o
1/4. Um importante exemplo e´ o comportamento da
taxa metabo´lica dos organismos complexos conhecidos
(peixes, aves e mamı´feros) que parece obedecer uma lei
de escala na forma M3/4, ao mesmo tempo que outras
varia´veis biolo´gicas, associadas a diferentes estruturas,
como o metabolismo celular, o batimento card´ıaco e o
crescimento ma´ximo de uma populac¸a˜o, teriam lei de
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escala M−1/4. Muitas pesquisas teˆm mostrado [15-17]
que o ritmo do batimento card´ıaco R nos animais e´
inversamente proporcional ao comprimento L da rede
de circulac¸a˜o sangu¨´ınea nesses organismo, que parece
tambe´m estar relacionado ao expoente de massa −1/4
na forma R ∝ L−1 ∝ M−1/4. Como L esta´ associado
ao tamanho do corpo, temos, como consequ¨eˆncia, que
quanto menor e´ o animal mais intenso seria o seu ritmo
card´ıaco. Cogita-se tambe´m que a circulac¸a˜o sangu´ınea
nos organismo complexos, o crescimento embriona´rio da
maioria das espe´cies e a evoluc¸a˜o de determinados mi-
croorganismos escalem com M1/4.
A despeito das peculiaridades intr´ınsecas de cada
organismo, e´ interessante notar a presenc¸a de uma lei
de similaridade que estabelece a organizac¸a˜o biolo´gica
dos seres vivos e que nos permite descreveˆ-los atrave´s
de leis f´ısicas e matema´ticas bem definidas.
Nesse artigo, vamos apresentar um estudo preli-
minar das leis de escala aplicadas ao fenoˆmeno da
dinaˆmica do crescimento em organismos. Vamos par-
tir do argumento de similaridade de West para dedu-
zir uma equac¸a˜o geral para o crescimento em biolo-
gia. Usando uma abordagem dida´tica e interdiscipli-
nar, no´s reunimos conceitos distintos como metabo-
lismo orgaˆnico, leis de escala, fractalidade e equac¸o˜es
diferenciais ordina´rias, para predizer algumas carac-
ter´ısticas interessantes do crescimento em estruturas
biolo´gicas.
2. Leis de escala e fractalidade
Segundo West, os organismos vivos mais complexos ne-
cessitam de um mecanismo eficiente de transporte de
suprimento cuja estrutura e´ formada por um conjunto
de redes vasculares que se bifurcam milhares de ve-
zes, diminuindo gradualmente o seu diaˆmetro, ate´ al-
canc¸ar e alimentar todas as ce´lulas do organismo. Em
face da aparente universalidade desse mecanismo de ali-
mentac¸a˜o, os organismos, em geral, tendem a exibir
um princ´ıpio de similaridade, nos impelindo a pergun-
tar o que ha´ em comum, por exemplo, entre as rami-
ficac¸o˜es da rede sangu¨´ınea dos mamı´feros e a estrutura
“de a´rvore” formada pela bifurcac¸a˜o dos broˆnquios dos
pulmo˜es, ou entre o sistema vascular das plantas e os
tubos traqueais dos insetos. Em todos estes casos e´
poss´ıvel estabelecer treˆs fatores de unificac¸a˜o:
1. A rede de suprimento de um organismo se distri-
bui em todo o volume do corpo atrave´s de uma
estrutura fractal [18, 19], formando um padra˜o
espec´ıfico.
2. As ramificac¸o˜es finais que formam a rede capi-
lar do sistema de transporte circulato´rio teˆm ta-
manho invariante, pois o tamanho mı´nimo dos va-
sos capilares sa˜o definidos pelo tamanho da hemo-
globina (ou outra estrutura sangu¨´ınea similar).
3. Finalmente, a energia gasta para distribuir o ali-
mento pelo corpo deve ser minimizada para todo
processo.
Note que o u´ltimo requerimento e´ essencial pois consiste
em estabelecer um transporte hidrodinaˆmico total com
uma resisteˆncia mı´nima, ou seja, com a menor perda
de energia poss´ıvel no processo. De fato, se durante o
transporte, o organismo gastasse muita energia, o pro-
cesso de alimentac¸a˜o (que e´ o suprimento da energia
do corpo) na˜o seria efetivo, e os organismos mais com-
plexos na˜o poderiam existir. Se pararmos para refletir,
existem leis f´ısicas reais que garantem a existeˆncia dos
organismos, isto e´, os organismos exibem leis de escala
onde as varia´veis biolo´gicas esta˜o ligadas a` estrutura
geome´trica do corpo, obedecendo os treˆs princ´ıpios de
unificac¸a˜o citados acima.
E´ bem conhecido que entre os organismos que apre-
sentam transporte de nutrientes atrave´s de uma rede
vascular (ou fractal), o tamanho dos tubos decres-
ce regularmente ate´ os menores tubos capilares cujo
diaˆmetro mı´nimo das ramificac¸o˜es finais e´ determinado
pelo tamanho das hema´cias, sendo isso uma carac-
ter´ıstica universal para os organismos em geral. Estas
redes de transporte apresentam tubos com propriedades
que variam em rigidez e elasticidade, e tambe´m trans-
portam fluidos com caracter´ısticas diferenciadas (de
l´ıquidos a gases) como, por exemplo, sa˜o os transportes
de ar e sangue nos sistemas respirato´rio e circulato´rio
sangu¨´ıneo, respectivamente, que utilizam uma estrutu-
ra vascular similar a uma a´rvore fractal. Nesta classe
tambe´m encontramos a difusa˜o de ar nas traque´ias dos
insetos e o transporte osmo´tico no sistema vascular das
plantas. A despeito das diferenc¸as entre esses orga-
nismos, pode-se indagar que todas essas redes de ali-
mentac¸a˜o respeitam uma lei de escala similar, dada por
um mu´ltiplo da frac¸a˜o 1/4, ou simplesmente o expoente
de escala α = n/4, para a dinaˆmica do crescimentos da
maioria das estruturas biolo´gicas.
3. Crescimento e similaridade
Conceito inicial: sejaM(t) a massa de um organismo
em um tempo t. Classicamente, o crescimento da massa
do organismo e´ proporcional a` a´rea de sua superf´ıcie ex-
terna, e o decaimento da massa e´ proporcional a` energia
consumida.
Descric¸a˜o do fenoˆmeno: utilizando o conceito
acima, podemos compor o seguinte racioc´ınio dedutivo,




2. A variac¸a˜o da massa deve ser proporcional a` a´rea
externa do organismo A(t), isto e´, o aumento da
massa e´ proporcional a quantidade de nutrientes
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ingerida, que e´ proporcional a` taxa metabo´lica do
organismo. Um racioc´ınio simples e´ supor que a
taxa metabo´lica e´ proporcional ao calor despren-




∝ aA(t) ; (3)
3. A variac¸a˜o da massa deve ser proporcional a`




∝ −bM(t) , (4)
e isto resulta na seguinte expressa˜o
dM(t)
dt
= aA(t)− bM(t) . (5)
Podemos observar que as constantes a e b podem ser
interpretadas da seguinte forma,
1. Como “a” e´ o fator que multiplica a a´rea A(t),
logo deve representar a taxa de s´ıntese de massa
adquirida por unidade de a´rea do organismo;
2. Como “b” e´ o fator que multiplica a massa M(t),
logo representa a taxa de queda da massa por uni-
dade de massa.
Nosso pro´ximo passo e´ considerar que a massaM(t)
e´ proporcional ao volume V (t) do organismo, ou sim-
plesmente
M(t) = ρV (t), (6)
onde ρ e´ a densidade que estamos supondo constante
durante o crescimento do organismo. Assim, podemos
afirmar que
1. O volume V (t) e´ proporcional ao cubo do com-
primento L(t) do organismo, ou V (t) ∝ L3(t), e
usando a Eq. (6) temos que,
M(t) ∝ L3(t); (7)
2. A a´rea e´ proporcional ao quadrado do compri-
mento do organismo ou,
A(t) ∝ L2(t). (8)
Enta˜o, podemos eliminar L(t) nas Eqs. (7) e (8) e obter,
por esse me´todo dedutivo, a relac¸a˜o entre a a´rea A(t) e
a massa M(t), que resulta
A(t) ∝M(t)2/3. (9)
Enta˜o, classicamente, o crescimento do organismo pode
ser obtido a partir da equac¸a˜o diferencial
dM(t)
dt
= aM(t)2/3 − bM(t) . (10)
Contudo, esta equac¸a˜o na˜o reflete a hipo´tese da simi-
laridade proposta por West, na˜o obedecendo, portanto,
os treˆs princ´ıpios de unificac¸a˜o citados na u´ltima sec¸a˜o.
Isto ocorre porque na deduc¸a˜o que fizemos, na˜o leva-
mos em considerac¸a˜o o mecanismo de transporte de ali-
mentac¸a˜o (circulac¸a˜o, respirac¸a˜o etc) do organismo que
se estrutura segundo uma geometria fractal [18]. Neste
caso, o volume real do corpo de um organismo e´ deter-
minado por uma dimensa˜o fractal d. A dimensa˜o fractal
e´ um conceito novo na f´ısica e muito u´til para estudar
diversas geometrias irregulares e complexas da natu-
reza. A principal caracter´ıstica dessa nova dimensa˜o e´
que ela pode assumir na˜o apenas valores inteiros (como
na geometria euclidiana cla´ssica), mas tambe´m valores
fraciona´rios. Assim, uma maneira simples de olhar o
expoente 2/3 na Eq. (10) e´ considerar que, para um
sistema de dimensa˜o d e raio r, a massa M do corpo
(assim como seu volume V ) e´ proporcional a rd, en-
quanto a superf´ıcie S que envolve esse corpo e´ propor-
cional a rd−1. Deste modo, e´ fa´cil concluir que o raio e´
uma func¸a˜o na˜o-linear da massa, r ∝ M1/d, enquanto
a superf´ıcie S do corpo e´ dada por
S ∝M d−1d . (11)
Para um espac¸o euclidiano normal, o corpo seria tri-
dimensional d = 3, e usando a Eq. (11) obtemos a
relac¸a˜o S ∝M2/3, que concorda com a relac¸a˜o cla´ssica
entre a´rea (superf´ıcie) e massa dada pela Eq. (9). En-
tretanto, ocorre que a superf´ıcie de redes capilares tem
que alimentar todo o corpo e, deste modo, e´ uma “su-
perf´ıcie” de 3 dimenso˜es, o que implica contornar um
espac¸o de dimensa˜o fractal d = 3 + 1 = 4, e nesse caso
isto nos fornece S ∝ M3/4, como tem sido estudado.
Note que a tentativa de interpretarmos o fenoˆmeno do
crescimento segundo o nosso senso comum de volume e
a´rea acarretou na lei de escalaM2/3, que parece na˜o ser
o modelo mais apropriado para estudar a dinaˆmica do
crescimento de estruturas biolo´gicas em geral. Conside-
rando esses argumentos, o expoente α do crescimento
da lei de West (1) pode ser escrito como α = n/4, onde
n e´ um inteiro. Neste caso, podemos formular uma




= aM(t)n/4 − bM(t) , (12)
onde o fator 1/4 e´ devido ao princ´ıpio de similaridade.
O expoente total n/4 e´ a medida da “fractalidade” da
dimensa˜o f´ısica do organismo em estudo. E´ fa´cil de
verificar que a equac¸a˜o diferencial acima e´ na˜o-linear
em M(t). Da teoria de equac¸o˜es diferenciais [20, 21],
observamos que esta equac¸a˜o e´ solu´vel pelo me´todo ge-
ral de Bernoulli, ou seja, e´ poss´ıvel realizar a seguinte
mudanc¸a de varia´vel
S(t) =M(t)1−n/4, (13)
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e a Eq. (10) torna-se linear, na forma
dS(t)
dt
= (n/4− 1)bS(t) + (1− n/4)a , (14)



















Podemos incluir as condic¸o˜es de contorno assumindo
que quando t = 0 a massa inicialM(0), muito pequena,
pode ser desprezada, ou seja M(0) ' 0. Com isto, te-
mos que γ = −a/b e a Eq. (15) pode ser escrita como
M(t) =Mmax
(
1− e−b(1−n/4)t) 44−n . (17)
Vemos, enta˜o, que a massa do organismo cresce ate´





4−n , que repre-
senta um fato real esperado. Podemos, tambe´m, dedu-
zir o tempo em que um determinado organismo atinge
a maturidade, por exemplo, para a reproduc¸a˜o, encon-
trando o valor da massa M(t) em que o valor ma´ximo












Com pequeno exerc´ıcio alge´brico, verifica-se que esta










onde tinf representa o tempo de inflexa˜o da curva des-
crita pela func¸a˜o M(t). Assim, tinf pode ser o tempo
ideal para a procriac¸a˜o da espe´cie de determinado or-
ganismo. O tempo ideal depende intrinsecamente do
fator de escala n, bem como da magnitude do valor de
b, que e´ diferente para cada organismo biolo´gico. O
paraˆmetro b define tambe´m a unidade de tempo a ser
usada.
A Fig. 1 mostra o crescimento em massa em func¸a˜o
do tempo, bem como o comportamento de saturac¸a˜o
da Eq. (17), para alguns valores de n. Por simplici-
dade, usamos um valor unita´rio para a massa ma´xima
(Mmax = 1). As curvas convergem para uma mesma
Mmax, contudo, note que isto ocorre em tempos dife-
rentes para cada valor de n. Note tambe´m que a massa
associada ao tempo de inflexa˜o, M(tinf ), bem como
a dinaˆmica do crescimento do organismo, dependem
intrinsecamente do expoente de escala n. A despeito
disso, ha´ uma lei similaridade (n/4) entre os sistemas
de transporte de alimentac¸a˜o para as treˆs curvas.
Figura 1 - O gra´fico mostra o crescimento em massa M(t) de um
organismo no tempo t, para treˆs valores do paraˆmetro n. De cima
para baixo temos, respectivamente, as curvas para: n = 1, n = 2,
n = 3.
A Fig. 2 mostra o tempo de inflexa˜o, tinf , em
func¸a˜o do expoente de escala, n, segundo a Eq. (19). O
gra´fico mostra um comportamento assinto´tico da curva
no ponto n = 4, que resulta do fato da Eq. (19) ser de-
finida somente para n < 4, onde n e´ um nu´mero inteiro.
Isto naturalmente acarreta que o valor ma´ximo do ex-
poente de escala e´ n = 3, que curiosamente nos leva
a` dinaˆmica de escala de M3/4, pro´pria do crescimento
metabo´lico dos organismos complexos. Em n = 4 o or-
ganismo teria um crescimento exponencial (com a > b),
que implica na inexisteˆncia de uma limite ma´ximo para
a massa do corpo, Mmax(t = ∞) = ∞, e este compor-
tamento na˜o tem sido observado na natureza.
Figura 2 - O gra´fico mostra o tempo de crescimento ma´ximo em
func¸a˜o do fator de escala n. A curva e´ definida apenas para
valores n < 4. Por simplicidade, adotamos o paraˆmetro b = 1.
Usando os resultados obtidos, podemos estimar a
massa teo´rica ideal para que um organismo possa pro-
criar, que e´ dada por
M(tinf ) = Mmax
(




Se tomarmos o valor n = 3, a massa ideal de procriac¸a˜o
sera´ de M(tinf ) ' 0.32Mmax. A equac¸a˜o acima pode
ser u´til para encontrar o valor teo´rico para a massa de
um peixe que ainda na˜o procriou, e pode ser usada no
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controle de pesca, ou ainda para o estudo do peso de
aves e mamı´feros em cativeiro. Para elucidar o que foi
exposto, podemos considerar o Dourado (Coryphaena
hippurs), que tem crescimento ra´pido e per´ıodo de vida
relativamente curto (3 anos em me´dia). O Dourado
atinge uma massa me´dia ma´xima de 28 kg. Podemos,
enta˜o, estimar o seu peso na maturidade sexual, dado
por
M(tinf ) = 0.32Mmax = 0.32× 28 kg = 8, 68 kg. (21)
Isto revela que um Dourado com menos de 8,5 kg ainda
na˜o procriou e, por conseguinte, deve ser preservado
para a manutenc¸a˜o da espe´cie.
4. Conclusa˜o
Neste artigo, foi exposto um breve estudo sobre a
influeˆncia das leis de escala na dinaˆmica do cresci-
mento dos organismos. Relatamos, sucintamente, so-
bre a hipo´tese de escala e similaridade de West, que
leva em conta v´ınculos geome´tricos na˜o-euclidianos no
estudo do metabolismo nos organismos mais comple-
xos. Considerando esse aspecto, no´s conectamos a frac-
talidade da rede de suprimento interna dos organismos
(arte´rias, veias, traque´ias, etc) ao fator de similaridade
n/4, onde formulamos uma equac¸a˜o diferencial na˜o-
linear generalizada que pode ser usada para descrever
a dinaˆmica do crescimento de estruturas biolo´gicas.
Desta forma, foi poss´ıvel definir, usando um conjunto
de leis f´ısicas gerais, o comportamento das varia´veis
biolo´gicas, conectando-as diretamente a` massa do corpo
dos organismos. De uma forma dida´tica e interdisci-
plinar, este trabalho relaciona alguns fundamentos in-
teressantes das a´reas de f´ısica, biologia e teoria das
equac¸o˜es diferenciais ordina´rias, que podem ser usados
como uma introduc¸a˜o sobre a relac¸a˜o entre leis de es-
cala e crescimento em f´ısica.
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